
第一章 核函数 

§1 多项式空间和多项式核函数 

定义 1.1  (核或正定核)  设 X 是
nR 中的一个子集，称定义在 XX  上的函数

),( zx 是核函数，如果存在一个从 X 到 Hilbert 空间H 的映射  

                        Hxx  )(:                         (1.1) 

使得对任意的 Xzx , ， 

                     ))()((),( zxzx                       (1.2) 

都成立。其中 )( 表示 Hilbert 空间H 中的内积。 

定义 1.2 （d阶多项式）设
nT

n Rxxxx  )][,,][,]([ 21  ，则称乘积
djjj xxx ][][][

21


为 x 的一个 d 阶多项式，其中 },,2,1{,,, 21 njjj d   。 

1. 有序齐次多项式空间 

考虑 2 维空间中（
nRx ）的模式

Txxx )][,]([ 21 ，其所有的 2 阶单项式为 

             
2

1][x ，
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2][x ， 21 ][][ xx ， 12 ][][ xx                  (1.3) 

注意，在表达式(1.3)中，我们把 21 ][][ xx 和 12 ][][ xx 看成两个不同的单项式，所以称式（1.3）

中的单项式为有序单项式。这 4 个有序单项式张成的是一个 4 维特征空间，称为 2 阶有序齐

次多项式空间，记为H 。相应地可建立从原空间
2R 到多项式空间H 的非线性映射 

  HxxxxxxxCxxxC TT  )][][,][][,][,]([)()][,]([: 1221
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同理，从
nR 到 d 阶有序齐次多项式空间H 的映射可表示为 

HnjjjxxxxCxxxxC T

djjjd
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nd d
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 (1.5) 

这样的有序单项式
djjj xxx ][][][

21
 的个数为

dn ，即多项式空间H 的维数
d

H nn  。如果

在 H 中进行内积运算 )()( zCxC dd  ，当 n 和d 都不太小时，多项式空间H 的维数
d

H nn 

会相当大。如当 200n ， 5d 时，维数可达到上亿维。显然，在多项式空间H 中直接进

行内积运算将会引起“维数灾难”问题，那么，如何处理这个问题呢？ 

我们先来考查 2 dn 的情况，计算多项式空间H 中两个向量的内积 
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若定义函数 

                  
2)(),( zxzx                          (1.7) 

则有 

                 ),())()(( 22 zxzCxC                       (1.8) 

即 4维多项式空间H 上的向量内积可以转化为原始 2维空间上的向量内积的平方。对于一

般的从
nR 到d 阶有序多项式空间 H 的映射（1.5）也有类似的结论。 

     定理 1.1   考虑由式（1.5）定义的从
nR 到多项式空间H 的映射 )(xCd ，则在空间H

上的内积 ))()(( zCxC dd  可表为  

),())()(( zxzCxC dd                     (1.9) 

其中 

                    
dzxzx )(),(                        (1.10) 

     证明：直接计算可得 
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                  (1.11) 

    上述定理表明，我们并不需要在高维的多项式空间H 中直接做内积运算 ))()(( zCxC dd  ，  

而利用式（1.10)给出的输入空间
nR 上的二元函数 ),( zx 来计算高维多项式空间中的内

积。 

  2. 有序多项式空间 

在式（1.5）定义的映射中，多项式空间H 的分量由所有的d 阶有序单项式组成。如果

把该多项式空间的分量扩充为所有不超过d 阶的有序单项式，便得到从
nR 到有序多项式空

间的映射
~
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(1.12) 

对于这个映射，我们有如下的定理： 



定理 1.2   考虑有式（1.12）定义的从 nR 到多项式空间H 的映射
~

dC ，则空间H 上的

内积 ))()((
~~

zCxC dd  可表为空间
nR 上的内积 )( zx  的函数

dzx )1)((  ，即若定义两个变量

x 和 z 的函数 

            
dzxzx )1)((),(                     (1.13) 

则有 

                ),())()((
~~

zxzCxC dd                   (1.14) 

上述有序多项式空间的一个简单的例子是 
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3. 无序多项式空间 

   如果我们把式（1.4）中的 21 ][][ xx 和 12 ][][ xx 看作相同的单项式，那么我们就可以把从

2R 到 4 维多项式空间H 的映射（1.4）简化为从
2R 到 3 维多项式空间的映射 

                  
TT xxxxxx )][][,][,]([)][]([ 21
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将映射（1.16）调整为 

              )][][2,][,]([)][,]([)( 21
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则相应的多项式空间称为 2 阶无序多项式空间，并且有 

                   
2

22 )())()(( zxzx                       (1.18) 

对式（1.5）所示的变换 )(xCd 按下述方式操作：把 )(xCd 中次序不同但因子相同的各

分量合并为一个分量，并在该分量前增加一个系数，这个系数取为相应次序不同但因子相同

的分量在 )(xCd 中出现次数的平方根。这样得到的从
nR 到d 阶无序多项式空间的变换

)(xd 仍满足关系式 

               ),())()(( zxzx dd                      (1.19) 

其中 

                    
dzxzx )(),(                          (1.20) 

    根据定义 1.1，我们称（1.13）和（1.20）分别为d 阶多项式核函数和d 阶齐次多项式

核函数。 

比较式（1.4）定义的变换 )(2 xC 和式（1.17）定义的 )(2 x 可以发现，它们所映射到

的多项式空间是不同的。前者是一个 4 维多项式空间，后者为一个 3 维多项式空间。但是内



积是相同的，它们都可以表示为内积的函数 2)(),( zxzx  。这说明：多项式空间不是由

核函数唯一确定的。 

§2   Mercer 核 

1.半正定矩阵的特征展开 

给定向量集合 },,,{ 21 lxxxX  ，其中 liRx n

i ,,2,1,   。设 ),( zx 是 X X 上

的对称函数，我们定义 

           ljixxKG jiij ,,2,1,),,(                   (1.21) 

则称 )( ijGG  是 ),( zx 关于 X 的 Gram 矩阵。我们首先要研究的问题是：当 Gram 矩阵G

满足什么条件时，函数 ),( K 是一个核函数。 

定义 1.2 （矩阵算子）定义在
lR 上的矩阵算子G ：对

lT

l Ruuuu  ),,,( 21  ，Gu

的分量由下式确定 

      liuxxKGu j
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               (1.22) 

定义 1.3 （特征值和特征向量）考虑定义 1.2 给出的矩阵算子G 。称 R 为它的特

征值，并称v为相应的特征向量，如果 

             vGv      且v 0                      (1.23) 

定义  1.4（半正定性） 考虑定义 1.2 给出的矩阵算子G 。称它是半正定的，如果对

lT

l Ruuuu  ),,,( 21  ，有 

        0),(
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引理 1.1   若定义 1.2 给出的矩阵算子G 是半正定的，则存在着 l 个非负特征值 t 和

互相正交的单位特征向量 tv ，使得 
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t

tjtitji vvxxK
1

),(  ,  , 1 , 2 , ,i j m                (1.25) 

证明：  由于 G 是对称的，所以存在着正交矩阵 ),,,( 21 lvvvV  和对角矩阵

),,,( 21 ldiag   ，使得 

           
TVVG                           (1.26) 



这里 T

tlttt vvvv ),,,( 21  是矩阵G 的第 t 个特征向量，它对应的特征值是 t 。因为G 是半

正定的，所以所有特征值均为非负数。于是由（1.26）推知 
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     引理 1.2  若引理 1.1 的结论成立，则存在着从 X 到
lR 的映射，使得 

               ljixxxxK jiji ,,2,1,)),()((),(               (1.28) 

其中 ( ) 是特征空间 lR 的内积。因而 ),( K 是一个核函数。 

     证明：  定义映射 

              
lT

liliiii Rvvvxx  ),,,()(: 2211         (1.29) 

直接验证可知引理 1.2 成立。 

    引理 1.3   若引理 1.2 的结论成立，则矩阵G 是半正定的。 

    证明： 设G 不是半正定的，则一定存在着与一个负特征值 s 相对应的单位特征向量

sv 。定义
lR 中的向量 z 

sl vxxxz )](,),(),([ 21                   (1.30) 

则有 
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显然，这与 s 是负特征值相矛盾。因此 K 必须是半正定的。 

     定理 1.3  设 X 是有限集合 },,,{ 21 lxxxX  ， ),( zxK 是定义在 X X 上的对称函

数。则由定义 1.2 给出的矩阵算子G 半正定，等价于 ),( K 可表示为 
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tjtitji vvxxK
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其中 0t 是矩阵 

l

jiji xxKG 1,)),((                       (1.33) 

的特征值，
T

tlttt vvvv ),,,( 21  为对应于 t 的特征向量，也等价于 ),( zxK 是一个核函数，

即 ))()((),( jiji xxxxK  ，其中映射由式（1.29）定义。 



2. 半正定积分算子的特征展开 

设输入集合为 nR 中的紧集 X ，并设 ),( zxK 是 X X 的连续对称函数。我们要研究

的问题是，当 ),( zxK 满足什么条件时，它是一个核函数。 

     定义 1.5  （积分算子 KT ） 定义积分算子 KT 为按下式确定的在 )(2 xL 上的积分算子 

                )(,)(),()( 2 xLfdzzfzfTfT
X

KK               (1.34) 

     定义 1.6  （特征值和特征函数） 考虑定义 1.5 给出的积分算子 KT ，称为它的特征

值，为相应的特征函数，如果 

                  KT                         (1.35) 

     定义 1.7  （半正定性）考虑定义 1.5 给出的积分算子 KT 。称它是半正定的，如果对

)(2 xLf  ，有 

                 0)()(),( 


dxdzzfxfzxK
XX

                  (1.36) 

     引理 1.4  若定义 1.5 给出的积分算子 KT 是半正定的，则存在着可数个非负特征值 t

和相应的互相正交的单位特征函数 )(xt ，使得 ),( K 可表示为 X X 上的一致收敛的级数 
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引理 1.5  若引理 1.4 的结论成立，则存在着
nRX  到 Hilbert 空间 2l 的映射，使得 

           ))()((),( zxzxK  ，  Xzx ,              (1.38) 

其中 ( ) 是 2l 上的内积。因而 ),( K 是一个核函数。 

证明： 定义映射 

Txxxx )),(),(()( 2211  ：              (1.39) 

则可验证引理 1.5 成立。 

引理 1.6  若引理 1.5 的结论成立则积分算子 kT 是半正定的。 

定理 1.4（Mercer 定理） 令 X 是
nR 上的一个紧集， ),( zxK 是 XX  上的连续实值

对称函数。则由定义 1.5 给出的积分算子 kT 半正定 



      0)()(),( 


d x d zzfxfzxK
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  ，  )(2 xLf           (1.40) 

等价于 ),( K 可表示为 XX  的一致收敛序列 
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其中 0t 是 kT 的特征值， )(2 xLt  是对应 t 的特征函数。它也等价于 ),( zxK 是一个

核函数 

                ))()((),( zxzxK                     (1.42) 

其中映射由式（1.39）定义，而 ( ) 是 Hilbert 空间 2l 上的内积。 

定义 1.8 （Mercer 核） 称函数 ),( zxK 为 Mercer 核，如果 ),( zxK 是定义在 XX 

上的连续对称函数，其中 X 是
nR 的紧集，且由定义 1.5 给出的积分算子是半正定的。 

定理 1.5  设 X 为
nR 上的紧集， ),( zx 是 XX  上的连续对称函数，则积分算子 KT  

半正定的充要条件是 ),( zx 关于任意的 Xxxx l ,,, 21  的 Gram 矩阵半正定。 

§3  正定核 

定理  1.6 设 X 是
nR 的子集。若 ),( zx 是定义在 XX  上的正定核，则对

Xxxx l  ,,, 21  ，函数 ),( zx 关于 lxxx ,,, 21  的 Gram 矩阵都是半正定的。 

证明： ),( zx 是定义在 XX  上的正定核，因此存在着从 X 到 Hilbert 空间 H 的映

射，使得 

              ))()((),( zxzxK                   (1.43) 

任 取 Xxxx l ,,, 21  ， 构 造 ),(  关 于 lxxx ,,, 21  的 Gram 矩 阵

l
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jiij xxK 1.1, )),(()(   。显然，根据由式（1.43）可以断言，对 RCCC l  ,,, 21  ,

我们有 
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这表明 ),( zx 关于 lxxx ,,, 21  的 Gram 矩阵是半正定的。 

引理 1.7  若集合 S 由所有的下列元素组成 
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其中 l 为任意的正整数，
n

l R ,,, 21  , Xxxx l ,,, 21  ,则 S 为一个向量空间。 

     证明： 由于集合 S 中的元素对于加法和数乘封闭，所以 S 构成一个向量空间。 

     引理 1.8 若对 S 中的两元素 
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定义运算  
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jiji xxgf
1 1

),(               (1.47) 

并由此定义在 SS  上的函数 gfgf  ),(
~

，则该函数关于 Sfff l  ,,, 21  的 Gram

矩阵都是半正定的。 

     证明： 由 0),(
1,

 


l

ji

jiji xxff  知： 

若任意选取 Sfff l ,,, 21  ，记函数
~

相应的 Gram 矩阵为
l

jiji ff 1.)(  。显然它是对称

矩阵。由（1.47）可知对 RCCC l  ,,, 21  有： 
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这表明 Gram 矩阵
l

jiji ff 1.)(  是半正定的。 

   引理 1.9  在引理 1.8 中定义的运算具有如下性质：对于 Sgf  , ，有 
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ggffgf                    (1.49) 

   证明： 任取 Sgf , ,则
~

关于 gf , 的 Gram 矩阵为 
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因为 ),(),(
~~

fggf  ，所以由引理 1.8 可知：矩阵（1.50）是半正定的，其行列式非负。

由此可知                 0),(),(),(),(
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 fggfggff  
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               (1.51) 

引理 1.10 引理 1.8 中定义的运算是 S 上的内积运算，因而可记为 

                   )( gfgf                      (1.52) 

证明：  直接验证可知该运算具有内积运算应满足的如下性质：对 Shgf  ,, 和

Rdc , 有     

                    0 ff                                         (1.53) 

                    00  fff                                (1.54) 

                    )()()( hgdhfchdgcf                    (1.55) 

                    fggf                                      (1.56) 

只需证明：若 0 ff ，则有 0f 。事实上，若 
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则按运算规则（1.47）知，对 Xx ，有 

                         )(),( xffx                     (1.58) 

由于           

))(),(()()),(),((),(
2

ffxxffxxfx        (1.59) 

所以 

)(),()(
2

ffxxf                                    (1.60) 

此式意味着当 0 ff 时，对 x ，都有 0)( xf ，即 )(xf 为零元素。 

     引理 1.11 若 H 是引理 1.7 中的集合 S 在引理 1.8 中定义的内积运算意义下的闭包，则

H 是一个 Hilbert 空间。 

     定理 1.7 设 ),( zx 是定义在 XX  上的对称函数。若对 Xxxx l  ,,, 21  ，函数

),( zx 关于 lxxx ,,, 21  的 Gram 矩阵都是半正定的，则 ),( zx 是一个正定核。 

     证明： 定义映射 

                          ),(: xx                       (1.61) 



由引理 1.7 和 1.11 知，该映射是从 X 到某一 Hilbert 空间的映射。由式（1.58）可得到 

                          ),(),(),( zxzx                 (1.62) 

由引理 1.10 知引理 1.8 中定义的运算是内积运算。利用式（1.61）可得到 

                           ))()((),( zxzx                  (1.63) 

由定义 1.1 知 ),( zx 是正定核。 

      定义 1.12 （正定核的等价定义） 设 X 是
nR 的子集。称定义在 XX  上的对称函

数 ),( zx 为一个正定核，如果对 Xxxx l  ,,, 21  ， ),(  相对于 lxxx ,,, 21  的 Gram

矩阵都是半正定的。 

      定义 1.13 （再生核的 Hilbert 空间） 令 X 是一个非空的集合， H 是一个由函数

RXf ： 组成的，内积由式（1.47）定义以及范数由 fff 


定义的 Hilbert 空间。

称 H 是一个再生核 Hilbert 空间（简称 RKHS）,如果存在 RXX ： 满足如下性质 

（1） K 具有再生性，即对 Hf  ，有 

                             )()),(( xfxf                     (1.64) 

        特别地 

                             ),()),(),(( zxzx                  (1.65) 

（2） K 张成空间H ，即  

                            }|),({ XxxspanH                  (1.66) 

其中 A表示集合 A 的闭包。 

若函数K 是 Mercer 核，则对
mRc ，有 
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因此，K 一定是一个正定核。因为 Mercer 是正定的，所以它是再生核。 

 

§4  核函数的构造 

根据正定核的等价定义，我们可以从简单的核来构造复杂的核。 

定理 1.8 设 )',(3  是
ll RR  上的核。若 )(x 是从

nRX  到
lR 的映射，则

))(),((),( 3 zxzx  是
nn RR  上的核。特别地，若 nn 矩阵 B 是半正定的，则

Bzxzx T ),( 是
nn RR  的核。 



证明： 任取 Xxxx l ,,, 21  ，则 ))(),((),( 3 zxzx  相应的 Gram 矩阵为 
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jiji xxxx 1,31, )))(),((()),((                  (1.67) 

记 ttx  )( ， lt ,,2,1  ，则有 

                     
l
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l

jiji xx 1,31, )),(()),((                (1.68) 

由 )',(3  是
ll RR  上的正定核可知：上式右端矩阵是半正定的。从而左端矩阵半正定。

所以 ))(),((),( 3 zxzx  是正定核。 

     当 B 为半正定矩阵时，它可分解为 

                       VVB T                          (1.69) 

定义
ll RR  上的核 )',()',(3   ，令 Vxx )( ，则有 

    0)()())(),((),( 3  BzxVzVxzxzxzx TTTT     (1.70) 

从而 Bzxzx T ),( 是正定核。 

     定理 1.9 若 )(f 是定义在
nRX  上的实值函数，则 )()(),( zfxfzx  是正定

核。 

     证明： 只需把双线性形式重写如下 
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ii xf                   (1.71) 

      定理 1.10 设 1K 和 2K 是 XX  上的核，
nRX  。设常数 0a ，则下面的函数均

是核： 

      （1）    ),(),(),( 21 zxKzxKzx                                (1.72) 

      （2）    ),(),( 1 zxaKzx                                        (1.73) 

      （3）    ),(),(),( 21 zxKzxKzx                                 (1.74) 

       证明:  对给定的一个有限集合 },,,{ 21 lxxx  ，令 1K 和 2K 分别是 1K 和 2K 相对于



这个集合的 Gram 矩阵。 

（1） 对
lR ,有 

             0)( 2121   TTT
               (1.75) 

所以 21  是半正定的，因而 21  是核函数。 

       （2） 111 0  aaa TT  是核函数。 

       （3） 设K 为 ),(),(),( 21 zxKzxKzx  对应于 },,,{ 21 lxxx  的 Gram 矩阵，则

K 的元素是 1K 和 2K 对应元素的乘积 

                       21 K                           (1.76) 

现证明K 是半正定矩阵。令 CCK T1 , DDK T2 ，则 

            ])()[()( 2121

TT KdiagxKdiagxtrxKx    

                         ])()[( DDdiagxCCdiagxtr TT  

                         ])()([ TT DdiagxCCdiagxDtr  

                         ])([])([ TTT DdiagxCDdiagxCtr  

                         0                                              (1.77) 

     定理 1.11 设 ),( zx 是 XX  上的核。又设 )(xp 是系数全为正数的多项式。则下面

的函数均是核。 

（1）   )),((),( 1 zxKpzx                                           (1.78) 

（2）   )),(exp(),( 1 zxKzx                                         (1.79) 

（3）   )
2

exp(),(

2
zx

zx


                                       (1.80) 

证明： （1）记系数全为正数的q 阶多项式为 01)( axaxaxp q

q   ，则有 

     01111 ),()],([)),((),( azxKazxKazxKpzx q

q          (1.81) 

由定理 1.10 知结论成立。 

           （2）由于指数函数可以用多项式无限逼近，所以 )),(exp( 1 zxK 是核函数的极

限。再注意到核函数是闭集，便知结论成立。 



           （3） 由于 

                )
)(2

exp()exp()exp()exp(
22

2

2

2

2

2



zxzxzx 



     (1.82) 

由定理 1.9 知，上式右端前两个因子构成一个正定核。由定理 1.8 知， )( zx  是一个正定核。

从结论（2）可知：第三个因子也是一个正定核。由定理 1.10 的结论（3），便知结论成立。 

 


