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1.4 向量和矩阵的范数

学习目标：
掌握向量范数、矩阵范数等概念。
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在实数域中，数的大小和两个数之间的距离是通过绝对值来度量
的。在解析几何中，向量的大小和两个向量之差的大小是“长度”和“距
离”的概念来度量的。为了对矩阵运算进行数值分析，我们需要对向量
和矩阵的“大小”引进某种度量。范数是绝对值概念的自然推广。

§1.4  向量和矩阵范数

"范数"是对向量和矩阵的一种度量,实际上是二维和三维

向量长度概念的一种推广.

数域:数的集合,对加法和乘法封闭

线性空间:可简化为向量的集合,对向量的加法和数量乘

法封闭,也称为向量空间

有理数、实数、复数数域
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1.4.1 向量范数 ( vector norms )
定义1.5 如果向量 的某个实值函数

满足：
（1）正定性： ，且 当且仅当x=0；

（2）齐次性：对任意实数 ，都有

（3）三角不等式：对任意 x，y ，都有

则称 为 上的一个向量范数。x

nRx∈ xxf =)(

0≥x 0=x

xx αα =

nR∈ yxyx +≤+

nR

α

定义1   如果向量 的某个实值函数

满足：
（1）正定性： ，且 当且仅当x=0；

（2）齐次性：对任意实数 ，都有

（3）三角不等式：对任意 x，y ，都有

则称 为 上的一个向量范数。x

nRx∈ xxf =)(

0≥x 0=x

xx αα =

nR∈ yxyx +≤+

nR

α
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的范数有常用的向量 x
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自己证

容易验证，向量的∞范数和1范数满足定义1.5中的条件。对
于2范数，满足定义1.5中的条件（1）和（2）是显然的，对
于条件（3），利用向量内积的 Cauchy-Schwarz不等式可

以验证。
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2x和1x显然 时的特例和在是 21 == ppx p

并且由于
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注意注意:一般有向量的等价关系

)c,c;1,2,qp,q,(p   2121
+∈∞=≠≤≤ Rxcxxc pqp

例例 1 1 求下列向量的各种常用范数

(1, 4,3, 1)Tx = −

解解: 1x 421 xxx +++= L 9=

2x 2
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2
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1 )( xxx +++= L 3327 ==

∞x ii
x

41
max

≤≤
= 4=

即本例中显然 ,               211 ∞∞
≤≤ xcxxc,

1*4≤9≤9/4*4=9
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定义2    如果矩阵 的某个实值函数 满足
nnRA ×∈ AAf =)(

（1）正定性： 且 当且仅当 ；0≥A 0=A 0=A
（2）齐次性：对任意实数 ，都有 ；α AA αα =

（3）三角不等式：对任意 都有

（4）相容性：对任意 ，都有nnRBA ×∈, BAAB ≤

BABA +≤+nnRBA ×∈,

则称 为 上的一个矩阵范数A nnR ×

1.4.2 矩阵的范数( matrix norms )
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常用的矩阵范数
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,大值的每行绝对值之和的最A 的行范数称A

2(3) A )(max AATλ=

大值的特征值的绝对值的最为其中 AA)AA( TT
maxλ

范数的称 −2A
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例例22 nnijaAn ×= )(阶方阵设
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不难验证其满足定义2的4个条件. 是一种矩阵范数因此 FA

称为Frobenius范数,简称F-范数.

类似向量的 2-范数
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称A的F-范数.
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定义定义33 ,μυ ⋅⋅ 和矩阵范数对于给定的向量范数

都有若 ,, nnn RARx ×∈∈∀

υμυ xAAx ≤

.相容和矩阵范数则称所给的向量范数 μυ ⋅⋅
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例例33 求矩阵A的各种常用范数
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的特征值因此先求 AAT

AAT
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特征方程为
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的特征值为可得 AAT

9361.0,9211.2,1428.9 321 === λλλ

1428.9)(max =AATλ
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2A )(max AATλ= 0237.3=

FA 292 ++= 6056.3=

1A ∞A 2A FA

容易计算容易计算 计算较复杂计算较复杂

对矩阵元素的对矩阵元素的
变化比较敏感变化比较敏感

较少使用较少使用

使用最广泛使用最广泛

性质较好性质较好

51 =A 4=
∞

A

使用最广泛使用最广泛



第一章 绪论

定义定义44 称的特征值为设 ,,,, 21 n
nnRA λλλ L×∈

},,,max{)( 21 nA λλλρ L=

的谱半径为矩阵A

,υυ Ax 和算子范数对于某种向量范数

υυυ xAAx ≤

υυ λxAx = υλ x⋅=而

因此
υλ x⋅ υυ xA≤

显然 2A )(max AATλ= )( AATρ=

( spectral norm )
谱范数
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υλ A≤

υρ AA ≤)(

任何一种算子范数的谱半径不超过矩阵的即矩阵A

即

所以

定理1. ,, nnnn RAR ×× ∈⋅ 上的一种算子范数是设

且非奇异则满足若 ,,1 AIAA +<

A
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−
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1
1)( 1

证明:略
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例4 设矩阵A与矩阵B是对称的，求证

)()()( BABA ρρρ +≤+

证 因为 ,于是有
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